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Résumé 

Soit Wjv une sous-algèbre de Borel quantifiée de Uq{sl{2,C)), spécialisée en 
une racine de l'unité lu = exp{2in / N) d'ordre impair Ai" > 1. On montre que 
les 6j-symboles des représentations cycliques de Wjv sont des représentations 
de l'élément canonique d'une extension convenable du double de Heisenberg 
de Wjv. Cet élément canonique est un q-dilogarithme "tordu". En particulier, 
on donne des formules explicites pour ces 6j-symboles, et on en construit des 
symmétrisations tétrahédrales partielles, les c-6j-symboles. Les c-6j-symboles 
sont à la base de la construction des invariants hyperboliques quantiques de 
3- variétés. 

Abstract 

Let Wjv be a quantized Borel subalgebra of Uq(sl(2,C)), specialized at a 
primitive root of unity to = exp(2i-K / N) of odd order A'^ > 1. One shows 
that the 6j-symbols of cyclic représentations of Wjv are représentations of the 
canonical élément of a certain extension of the Heisenberg double of Wjv. This 
canonical élément is a twisted g-dilogarithm. In particular, one gives explicit 
formulas for thèse 6j-symbols, and one constructs partial symmetrizations of 
them, the c-6j-symboles. The latters are at the basis of the construction of 
the quantum hyperbolic invariants of 3-manifolds. 



1 Introduction 

Récemment, l'auteur a construit en collaboration avec R. Benedetti une nouvelle 
famille d'invariants à valeurs complexes, les "invariants hyperboliques quantiques" 
(IHQ), pour des triplets (M, L,p), où M est une 3- variété fermée orientée, L C M 
est un entrelacs plongé, et p est un fibré principal et plat sur M, de groupe structural 



un sous-groupe de Borel de 5L(2, C) |BB|. La partie algébrique de cette construction 
repose sur les propriétés des ôj-symboles des représentations cycliques d'une sous- 
algèbre de Borel quantifiée Wn de Uq{sl{2, C)), spécialisée en une racine de l'unité 
u! = exp(2î7r/A^) d'ordre impair A*" > 1. (Dorénavant, on nommera ces 6j-symboles 
les "6j-symboles cycliques"). Ces propriétés des 6j-symboles cycliques, dont la forme 
particulière de leur équation de pentagone, avaient été découvertes par L. Faddeev 



et R. Kashaev, et annoncées dans |Kl] , |K2| , [K3 | 



Dans cet article on donne des preuves de ces propriétés, qu'on déduit du résultat 



suivant (impHcitement suggéré dans ||K2[ ) : on montre que les 6j-symboles cycHques 
sont des représentations de l'élément canonique d'une extension convenable du dou- 
ble de Heisenberg de Wn- Les doubles de Heisenberg (ddH) de bigèbres associatives 
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et coassociatives ont été introduits en théories des algèbres d'opérateurs JB^ , |Nov | et 
des systèmes intégrables [A.M, 3TS, L^. Le ddH d'un groupe quantique Uq{Q) (où q 
est une algèbre de Lie complexe et de dimension finie) est une algèbre associative qui 
peut être interprétée comme une déformation du fibré cotangeant T* (G) du groupe 
de Lie G associé à Uq{2) [ ^TS |. Il est connu que les ddH gouvernent la structure de 
certaines catégories monoïdales |CR, Mil, Dav|. Notre résultat montre que ceci 
reste vrai pour les représentations cycliques de Wn- Deux faits sont remarquables 
ici : on obtient des solutions à paramètres de l'équation du pentagone, et l'élément 
canonique du ddH considéré est, à un facteur près, une version tronquée d'un q- 
dilogarithme (que nous appellerons un "dilogarithme cyclique"). Par souci de clarté, 
on prouve tous les résultats directement utilisés. Le comportement asymptotique 
des 6j-symboles sera considéré dans un futur article. 

La structure de l'article est la suivante. Les deux premières sections contiennent des 
résultats préliminaires. Au §||, on établit un paramétrage \1/ des représentations irré- 
ductibles et cycliques de Wn dans un sous-groupe de Borel de SL{2, C) (Proposition 
2^) ; au on décrit quelques propriétés du ç-dilogarithme. 

Au on construit les doubles de Heisenberg 7^^, (6(2, C)) et H ui d es algèbres 



Uh(b(2,C)) et Wn respectivement (Proposition 4^ et Définition 4^). On mon- 
tre que l'élément canonique Rh de Hh{b{2,C)) détermine un opérateur Ri^ sur une 
extension convenable de H^j. Au §|| on décrit les opérateurs de Clebsch-Gordan et 
les 6j-symboles des suites régulières de représentations cycliques de Wn (i-e. les 
6j-symboles cycliques) comme représentations cycliques de R^j (Proposition 5.4 et 
Corollaire 5.8). On en donne aussi des formules explicites, nécessaires dans la section 
suivante (Propositions 5.1 et 5.7). 

Au on construit des symmétrisations partielles des 6j-symboles, les c-6j-symboles. 
Ces derniers sont des opérateurs définis sur des tétraèdres "décorés", i.e. munis de 
certaines structures supplémentaires, et sont à la base de la construction des IHQ 
]BB| . On calcule les relations de symmétrie tétraèdrales des c-6j-symboles et on 
prouve quelques unes de leurs équations fonctionnelles remarquables, dont l'équa- 
tion du pentagone étendue. 



Remerciements. Ce travail doit beaucoup aux conseils et critiques de Francis 
Bonahon et Christian Kassel. 



2 Les représentations cycliques irréductibles de Wn 

Soient iV > 3 un entier positif impair et P eN défini par : 

N^2P+1. (1) 
Dans la suite, on note tu — exp(2i7r/iV) et on fixe la détermination 

^c^-P+i = -exp(i7r/7V) 

de sa racine carrée. On écrira souvent 1/2 P + 1 (mod N). Pour les définitions 
et pr opri étés élémentaires concernant les algèbres de Hopf, on renvoie le lecteur à 
I Kaj ou |^|. 

Définition 2.1 L'algèbre de Weyl Wn est la C-algèbre associative et unitaire en- 
gendrée par les éléments E, E^^ et D vérifiant les relations suivantes : 

EE^^^X. E^^E^X. ED^ljDE. 
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L'algèbre de Weyl est isomorphe à une sous-algèbre de Borel quantifiée Uuj{b{2,( 
de la forme intégrale non-restreinte et simplement connexe de Uq{sl{2,C)), où le 



paramètre de quantification est spécialisé en la racine de l'unité q = uj |CP, §9.1. A] 



On peut munir Wn de la comultiplication, de l'antipode et de la counité suivantes 

A{E) ^E(E)E , A{D) ^ E®D + D®1 , 

e{E) = 1 , e{D) = , S{E) = E-^ , S{D) ^ -E'^D . 



(Dans certains ouvrages de référence ||Kas| , Ch. 6], ||CP| , §9.1], la comultipHcation 
A est définie en permutant les produits tensoriels ci-dessus). Le centre Z de Wa? 
est engendré par E^,E^^ et , et Wjv est un Z-module Hbre ayant pour base 



l'ensemble des monômes {EW\ < s,t < N} §9.2.6]. 

Dans la suite, tous les espaces vectoriels considérés sont complexes. On notera 
Vp l'espace vectoriel support d'une représentation p : Wn End(V^) de Wn- 
Rappelons que p est irréductible si Vp est un yVjv-module simple, i.e. s'il n'ad- 
met pas de sous- modules propres autres que {0}. On dit que p est cyclique si 
piE),p{D)eGL{Vp). 

Proposition 2.2 Les représentations irréductibles de Wn sont de dimension finie, 
et le centre Z de Wn y agit par multiplication scalaire. Celles qui sont irréductibles 
et cycliques sont de dimension maximale égale à N . 

Démonstration. La seconde affirmation est une conséquence de la première. En 
effet, comme C est algébriquement clos, si p est une représentation irréductible de 
Wn de dimension finie, alors il existe un vecteur propre non nul v Ç Vp pour E : 
Ev = Xv, A S C* (A est non nul car E est inversible). La relation de commutation 
ED = ujDE implique donc que E admet j valeurs propres distinctes Aa;\i — 
0, . . . ,j, où j < N est le plus grand entier tel que D^v ^ 0. Une suite de vecteurs 
propres associés forme donc une base d'un sous-espace vectoriel de Vp laissé stable 
par Wn- Comme Vp est simple, on a forcément dim(Vp) = j < N, et lorsque p est 
une représentation cyclique on a l'égalité. 

Montrons donc la première affirmation. Soit V un WAr-module simple, et Z{V) 
l'algèbre des opérateurs sur V induite par l'action du centre Z de Wn- Comme Wn 
est un module de type fini sur Z (voir ci-dessus) et que V est simple sur Wn, on 
obtient que V est de type fini sur Z(V). Pour montrer que V est de dimension finie, 
il suffit donc de prouver que Z{V) est un corps. Considérons le radical de Jacobson 
J de Z{V) : rappelons que c'est l'ensemble des éléments r £ Z{V ) tels que pour tout 



s G Z{V), l — rs est inversible. Par le lemme de Nakayama |We| , p. 103], on sait que 
JV V - D'autre part, si / G Ziy) est non nul, le module j{y) est nécessairement 
égal à V puisque V est simple. Alors J = {0}, et il existe g G Ziy) tel que pour 
tout f G y on a (1 — fg){v) = 0, i.e. / est inversible. Donc Z(y) est un corps. 
On observe que Z{V) agit par multipUcation scalaire. En effet, comme plus haut, 
tout / G Z{V) admet une valeur propre a. De plus l'application / — a.id est 
yVAT-Hnéaire, car / est central ; donc son noyau est un WAr-sous-module de V- Par 
simplicité de V, on en déduit que ce noyau est V tout entier, c'est-à-dire que / = 
a.id- Ceci achève la preuve de la proposition. □ 

La structure d'algèbre de Hopf de Wn permet de munir la catégorie de ses représen- 
tations d'un produit tensoriel associatif, en posant : 

VaGWAr, {p (g) pi){a) ^ p ® p{A{a)) . 

Soient Sij le symbole de Kronecker mod(iV), et X et Z les matrices carrées de taille 
N et de composantes Xij = Si^+i et Zij = cj^ôij dans la base canonique de C^. 
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Définitions 2.3 i) Une suite pi, ■ ■ ■ ,Pn de représentations cycliques de Wn est 
régulière si tout produit tensoriel Pi 'S> ■ ■ ■ 'S> pi+j, ^ < i < n, 1 < j < n — i est 
cyclique. 

a) Une représentation p de Wjv est standard si p{E) = a^Z et p{D) = UpypX , où 
ttp, ypGC*. 

m) Si p est standard, la représentation conjuguée p* et la représentation inverse p 
sont définies par : 

dp = ^/ap , Vp = -yp 
V = Vp' = (Vp)* ■ 

Pour deux représentations standards p, p, on vérifie facilement que 

p®p.{E^) = p{E^)®p{E^)^{apap,f^ id®id, 

p^,i{D^) = piE^)^p{D^)+p{D^)®,i{l) 

où 1 est l'unité de Wjv et id est la matrice identité de dimension N. En particulier, 
pour toute représentation standard p la représentation p ® p n'est pas cyclique, 
puisque D y est nilpotent. Rappelons que deux représentations p,p de Wn sont 
équivalentes, ce que l'on notera p ^ jJi, s'il existe un isomorphisme d'espaces vecto- 
riels entre et qui commute avec l'action de Wjv. 

Notons C l'ensemble des représentations irréductibles et cycliques de Wn ■ 

Proposition 2.4 i) Les représentations standards sont irréductibles et cycliques, 
et deux représentations standards p et p sont équivalentes si et seulement si : 

2N 2N N N N N 

ap = , ap yp =a^yp, . 

a) Toute représentation p E C est équivalente à une représentation standard, 
m) Fixons une détermination de la racine N-ième de l'unité. Si {p, p) G est 
régulière, alors p® p: Wa- En(l(Vp) ® End(V"^) se scinde en la somme directe de 
N représentations équivalentes à la représentation standard pp définie par : 




w = apap,, yp,. = «p 2/u + -JV • (2) 



Démonstration. Notons 6o — {si, z = 0, . . . , iV — 1} la base canonique de C''^. 
Une représentation standard p est cyclique, puisque p{E^) et p{D^) sont des mul- 
tiples scalaires de la matrice identité id, et elle est irréductible, car la relation de 
commutation ED = toDE implique que l'action de D sur un quelconque vecteur 
ei G feo engendre 6o. Si deux représentations standards déterminent la même paire 
(a^^, Dp), elles sont nécessairement obtenues l'une de l'autre par une permuta- 
tion des vecteurs de ho et sont donc équivalentes. Réciproquement, deux représenta- 
tions standards équivalentes déterminent des polynômes minimaux identiques pour 
les endomorphismes définis par et D, et donc la même paire (a^^^, a^y^). 

Montrons le second point. Soit p € C. Fixons un vecteur propre v G Vp de p{E), 
de valeur propre A G C* ; il en existe car C est algébriquement clos. La relation 
ED = uuDE implique que les valeurs propres de p{E) sont toutes distinctes et de la 
forme {Aw*}, i = Q, . . . , N — \. Soit b = {vi, i = 0, . . . , iV — 1}, vq = v, une base 
de vecteurs propres pour p{E) associés dans le même ordre à ces valeurs propres. 
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Alors la base b de vecteurs obtenus par transformée de Fourier des vecteurs de b est 
une base de vecteurs propres pour p{D). En effet, on a : 



N ^ ' N 

1=0 1=0 



Posons alors A = a^, et soit yp S C* tel que p{D ) = a^i/p idy- La relation 
montre que l'isomorphisme de Vp vers défini en e nvoyant Vi sur Ci commute 



avec p et l'action de Wn donnée dans la définition 2.3 ii). Donc p est équivalente à 
cette dernière représentation standard. 

Finalement, montrons iii). Par ii) on peut supposer que p et p sont des représen- 
tations standards. Soit Va l'espace caractéristique de p (g) p,{E) e End(C^ (g) C^) 
associé à la valeur propre i^'^a^p : 

Va = Ker (p (g) p{E) - w^a^^ id ® id) . 
De façon classique, on a un isomorphisme d'espaces vectoriels : 

C^®C^^©^=^-1 Va . 

Comme {p,p) est une paire régulière et p (8) p{D)Va C Va+i à cause de la relation 
ED = ùjDE, l'action de p $5 p{D) sur cette décomposition est cyclique, et tous les 
Va ont la même dimension N. Considérons la base suivante de Va ■ 

{Ui^a ■= Vi+a (8 VN~i, i = 0, . . . , N - 1} . 

Pour chaque i,a fixés, l'espace vectoriel engendré par l'action de Wn sur Ui^a est 
une sous-représentation de (g) de dimension N, qui est cyclique et irréductible. 
Par conséquent, elle est équivalente à une représentation standard, définie par les 
racines des polynômes minimaux de p®p{E) et p®p{D). Les formules de p<^p.{E^) 
et p® p{D^) montrent que ces racines sont égales respectivement aux scalaires a^^ 
et appUpp décrits en (^, modulo une racine 7V-ième de l'unité. □ 

Soit B le sous- gou pe de Borel de SL{2, C) des matrices triangulaires supérieures. 



La proposition permet de définir une application injective $ : C/ ^ ^ iî, où 



Im($) est l'ensemble des matrices non diagonales de B et 

^^[^]) - ( f ip- ) • 

De plus, pour toute paire régulière (p, p) G on a ^'([pp]) = 'î'([p]) • ^'([p]). 

Remarque 2.5 Bien que les sous-algèbres de Borel de sZ(2, C) ne soient pas semi- 
simples, l'existence de 5" est aussi une conséquence de la théorie de l'action quantique 



coadjointe de De Concini, Kac et Procesi |DC-P|, ||CP|, §9.2,11.1]. Pour toute algèbre 



de Lie complexe, semi-simple et de dimension finie g et toute racine de l'unité 
e d'ordre impair l assez grand, ces derniers construisent un paramétrage 6 des 
représentations irréductibles de U^[q), à valeurs dans un groupe de Lie. Comme 
pour 5", le paramétrage 9 se fait par l'intermédiaire de l'ensemble Spec{Z^{Q)) 
des caractères centraux de ces représentations, qui sont les homomorphismes x ■ 
■^eis) C définis par l'action du centre 2e(g) de U^i^)- Ainsi, les représentations 
irréductibles et cycHques de Ue{sl{2,C)) peuvent toutes être ob t enu es à partir de 



produits tensoriels tordus ("pull-back") de celles de Wn [[DJMMI , |CP | 
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3 Le g-dilogarithme 

Soit C{q) le corps des fractions rationnelles en une indéterminée q. Le g-dilogarithme 
est la série formelle (x;q)oo € C(ç)[[a;]] définie par : 

OO oc 

On s'intéresse au g-dilogarithme d'abord comme opérateur sur l'algèbre de Weyl. 
Soit Aq la C(g)-algèbre engendrée par u, v et w tels que : 

uv ~ qvu — w , [u,w] — [v, w] — . (6) 

L'algèbre Aq est une extension centrale de l'algèbre de Weyl Wq, que l'on obtient en 
posant w — 0. Considérons la complétion ç-adique Aq (resp. Wq), qui est l'espace 
vectoriel des séries formelles en u, w et w (resp. u et v) et à coefficients dans C{q). 
L'ensemble {-u'^wV™! k,l,mG N} (resp. {u'^w'l k,l G N}) est une base topologique 
du C(q)-module Aq (resp. Wq). 

Lemme 3.1 On a la relation suivante dans Aq : 

{u;q)oo — 7]q] [v; q) OO = (v; q) {u;q) OO ; (7) 



,(1-9) 

cette relation devient l'équation du ç-dilogarithme dans Wq : 

{u;q)oo {-vu;q)^ (v; q) OO ^ {v;q) OO {u;q) OO ■ (8) 

La relation (||) est due à L. Faddeev et A. Volkov |Kii| , et la relation (|^) a été 
annoncée par Kashaev dans [ |K2| comme due à Volkov. 

Démonstration. On va montrer que les deux membres de la relation (0) vérifient la 
même équation linéaire algébrique aux g-difïérences, lorsqu'on les considère comme 
fonctions de u. On en déduit le résultat par unicité des solutions formelles de telles 
équations, et le fait que les deux membres de (0) sont égaux lorsque u = 0. On a 

{v; q) OO {u;q) OO {qu;q)^ {v;q)^ = {v; q)oo {1 - u) {v; q)^ 

= 1 - {v;q)oo u {v;q)^^ . 

Par réccurence, on vérifie avec (j^ que 

1 — o" 

v"u = q-"uv" - (q-^ + ... + q-") wv"^-^ = - g"" ^ wv"^-^ 

1-9 

pour tout entier n > 1. Supposons pour simplifier que u et w sont inversibles, 
d'inverses et w"^ (le résultat ne dépend pas de cette hypothèse, car et 
n'apparaissent pas dans l'équation aux g-difïérences vérifiée par les deux membres 
de (0)). Alors 

, . ^ g^(-< 
(v\q)ooU = — u 



n=0 



u {q ^^''l)oo + ((w;g)oo-(g ^v;q)oo) 
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On en déduit que 



{v; q) oc {u;q) oo {qu;q)J (v;q)J = 1 - {u{l - q ^v) + ^-^^ {1 - {1 - q ^v))) 

= L — u + q uv ■ 
= 1 ~ u + vu 



'1 



1-q 

w 



l-u 

1 - 9 



1-9 



D'autre part, on a 



(m; 9)00 [t-^'i] («;'î)oo iv;q)J (y^'^) 

\ ^ / 00 V9/oo 

= 1 - M - (u; gjoo ïJcx) 

Comme plus haut, on vérifie par réccurence que 

u"v = g" vu" + îi- 

1 - q 

pour tout entier n > l. Alors 



iu;q)ooV^v {qu;q)oo + - {{u; q) 00 ~ [qu; q) 00) , 

1 - g 

d'où l'on obtient 

{u;q)oo {qu;q)oo - 



1-ç - 1-9 
Par conséquent, on a 

1-u - (u; q)oo [qu; q)oo = l- u 



1-ç - l~q 

Donc les deux membres de la relation (0) vérifient la même équation aux g-différences 
en u (v étant considéré comme paramètre) : 

AH - /.M = o, 

ce qui achève la preuve. □ 
Le g-dilogarithme @ est solution de l'équation linéaire aux g-différences 

[l~x)f{qx)^ f{x) = . 

Lorsque \q\ < 1, {x;q)oo converge normalement sur tout compact de C et définit 
une fonction entière Eq{x) que l'on peut écrire sous la forme du produit infini 
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{x;q)oo = I\'^=o{^ ~ xq") Prop. 5.1]. Les zéros de Eg{x) sont simples et par- 
courent {ç"", n > 0}. Lorsque \q\ > 1, le rayon de convergence de {x;q)oc est 
égal à \q\, et sa somme définit dans le disque ouvert de convergence une fonction 
holomorphe eq{x). De plus, eq{x) admet un prolongement méromorphe à C que l'on 
peut écrire eq{x) — Eg-i {xq~^)~^. La fonction eq{x) n'a pas de zéros ; ses pôles sont 
simples et parcourent {g" , n > 1}. On va montrer mainten ant q ue (x; q)oo a des 
singularités essentielles en les racines de l'unité (Proposition |3.3| ci-dessous). Dans 
la suite on n'utilisera pas ce résultat. 



Lemme 3.2 |Kir| Soit hi2{x;q) G C(<7)[[a;]] la série formelle définie par : 

U2{x;q) = log{{x;q)oo) , 
où log signifie son développement en série au voisinage de 1. On a : 

OO ^ 

U2{x-q)^-Y, ^ . (9) 

n— 1 ^ ' 

Démonstration. La relation (a;;g)oo = (1 ^ x){qx]q)oo implique 
Li2(a;; q) = Li2(qx; q) + log(l - x) . 

En écrivant Li2(a:;;g) = X^^^i ^n^" avec a„ G Q[q, q^^], on déduit que a„ = 

q"a„ , d'où le résultat. □ 

n 

Soit Li2 le dilogarithme d'Euler, défini pour x G [0, 1] par 
T • / N 2;" r log(l - 1) , 

n=l -^0 * 

La représentation intégrale à droite permet de prolonger Li2 analytiquement à 
C\]l;oo[. Avec (||) on voit que {q — l)Li2{a;;g) converge formellement pour q — e'^ 
et h ^ 0, vers le développement en série de Li2(a;) dans le disque unité ouvert de 
C. Précisons ce résultat. Rappelons que si / est une fonction à valeurs complexe de 
classe C^" sur un intervalle [M,N], où M et N sont des entiers distincts, on a la 
formule d'Euler-Mac Laurin 



E/« = / fi^)dx + -{f{M)+f{N)y 

^=M •'^i ^ 



tt(2fc)! ' Jm (2n) 



où Bk{t) est le fc-ième polynôme de Bernoulli, défini par 

Bkit) 



kl 

fe>0 



et Bk := Bk{0) et B^{t) = B„({0), où {t} = t (mod Z). Posons q = e""/^ C, où 
> 2 est un entier, est une racine primitive iV-ième de l'unité, et e G C* vérifie 
Re(e) > 0. Considérons 

S{x) = S{x, e) = (1 - exp(-î^^) 
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N-1 

^x) = a>(x, c, N)) = (1 - [] (1 _ ('^x)-'^/^ , 

k=l 

où les racines doivent être comprises comme leurs développements en série au voisi- 
nage de a: = 0. La série formelle <î>(x) définit une fonction analytique sur le disque 
unité ouvert D — {x G C\ \x\ < 1}, qui pour tout 61 G E se prolonge analytiquement 
à 

Se = C \ {|a;| > 1, arg(a;) = 6 + 27rfc/iV, k ^ 0, . . . , iV - 1} . 



Proposition 3.3 |BR| Soit q = exp(— e/iV^)C, où C est une racine primitive N- 
ième de l'unité et Re(e) > 0. Pour tout nombre complexe x tel que \x\ < 1, le 
q-dilogarithme (x; q)oc a pour e — > /e développement asymptotique 

{x; qU = (1 - x^)(i-^'/2^5(x^)<i>(:r)(l + 0{e)) . (10) 

Démonstration. On remarque d'abord que (x; q)oo se décompose en N facteurs dont 
les g-paramètres convergent vers 1 : 

Af-l oo N-1 

{x;q)oo = n 11(1 - q^^q'^x) ^ (xq' ; g^) . (11) 

fc=0 j=0 k=0 



D'autre part, on a 



T w ^ I l°ë(l ~ ^) ^+ 
Li2(e X) = - dt 



t 

log(l - e""it) 



du 







Supposons que a G R, a < 0, et que ce G £> = {a; G C | |a;| < 1}. Dans la dernière 
égalité, intégrons le long d'un chemin 7 de (C \ ]1; oo[) n D allant de à x. Alors 
M G et 

log(l -e"'it) = log(l - (l + ae + C'(e2))u) 
= \og{l - u - e{au + 0{e)u)) . 

Posons h{e, u) = e(au + 0{t)u) . On a 

log(l - e"'u) = log(l -u)- ^^^^ + 0{h{e, uf) . 

1 ~ u 

Comme h{e,u) — 0{e), en utilisant la définition explicite de h et en intégrant le 
long du chemin 7 (chaque intégrale étant définie) on trouve pour tous x G I? et 
a < : 



Li2(e"^a;) = Li^ix) + ae f + 0(e 



= Li2(x)-aelog(l-a;) + 0(e2) , 

exp C^^^f = (l-x)"exp(^^)(l + 0(e)) . (12) 

Appliquons la formule d'Euler-Mac Laurin au logarithme de {x; e~'^)oo, avec M = 
et N ^ 00. Comme Re(e) > 0, pour tous x G et i G [0;oo[, on a |xe~'^*| < 1. 
Donc 

log ((x; e-')oo) = Y. - ^e"'") = / log(l - a^e"^*) dt + - log(l - x) + 0{e) . 
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On remarque que 

rflog(l - xe-'*) ^ ^ xe-'* ^ ^ 
et de même pour les dérivées successives de log(l — xe"'^*). Comme 

-et, _ 1 log(l - 



log(l - xe-'*) dt^ — / — du , 

e u 

on a le développement asymptotique 

VxeD, (x;e-^)oo = 5(a;)(l + 0(e)) , e^O 
On obtient donc pour e ^ et a; G Z? : 

{xq^;q'')oo = 5(e-^-'/^\'=x)(l + 0(e)) , 

>fc^ 



Dans la seconde égalité, on utilise ( |12|) avec a = —k/N. Alors pour e ^ et a; G D, 
(11) donne 

N-l N-l j ■ /y-k \ 

(x; qU = (1 - ^"')^/^ n (1 - C'^)"'/^ exp(-7V 5: + Oie)) . 

fe=l fc=0 

Lorsque |x| < 1, on a la célèbre relation 



iv ^ Li. (c'=.) = E E ^ - ^ E E C^" - E V - Li.(x^) , 



fc=0 fe=0 n>l n>l fc=0 j>l 

OÙ l'on remarque que Y^^^o C''" est non nul si et seulement si N divise n. Ceci 
achève la preuve de la proposition. □ 

Considérons la spécialisation en ç = exp(— e/Af^)C de Wq. De façon classique, on 
peut définir Wq comme quantification par déformation de [CP, §6] : le crochet 
de Poisson du centre Z{Wq) de et son action de Poisson sur Wç sont définis par 

{â, 5} — lim , 

c— ►0 e 

où a, 6 e Wq, â = a mod{e) et 6 = & mod(e), et â ou 6 est dans ZiWç). La 
proposition 3^ implique que $ est la composante non abélienne de l'action de 
{x]q)oo pour g — > C- On a l'analogue cyclique suivant de la définition de {x\q)ao 
comme produit infini. 

Lemme 3.4 Posons r[x) = (1 — .t^)^/^. Pour tout x G So, x ^ uj-' avec j = 
1, . . . , N , et k Ç {0, . . . , N — 1}, on a l'identité : 

<^ixC-)^^x)l[^. 

j=Q ^ 

Démonstration du lemme. Dans la définition de ^{x), le facteur (1 — x^)*-^"^'^^^ 
ne pose pas de problème pour prouver l'identité. Posons donc 

N-l 

= xc^)'^/^ . 
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On a 



N-l 



n (1 - x<:\' 



3 = 1 

N-1 



j=l j=N-k+l 



N-k 



1 - xC" 



fe-1 



11(1 -<v na-^'r"' n (1 -•<')" 



1=1 



1=1 



k-1 



l=k+l 



= i<^'{x)f (1 - x)-^ (1 - x^f n (1 - ^^')' 



-AT 



1=1 



('i>'(^))^ n 7Î 



D'autre part, lorsqu'on passe dans le sens positif à travers la coupure de Dq partant 
du point exp(2î7rfc/7V) — C'', on change de détermination de la racine iV-ième et la 
valeur de <&' est multipliée par C*^- D'où le résultat. □ 



Dans [BR|, V. Bazhanov et N. Reshetikhin ont montré que lorsque ç ^ Ci le terme 
dominant en 1/e de l'équation du g-dilogarithme (||) se scinde en deux équations 
fonctionnelles plus élémentaires. La première est l'identité de Rogers |Kir|, obtenue 
sur Z(yVç) à l'aide de S{x). La secon de est décrite dans le théorème suivant ; on en 
prouvera une version équivalente au § 4. 2. S . ^ 
Soient a et deux nombres complexes non nuls, et iî^(a,/9) le quotient de W,^ par 



l'idéal engendré par {u^ — a'^) et {v'^ — j3^^ ) ; on a dimc(iïç(Q!, = N 



N 



Théorème 3.5 |BR, Th. 3.3] La limite semi- classique pour e de l'équation du 
q-dilogarithme sur Wq, où q — exp(— e/A^^)C, Re(e) > 0, et C est une racine primi- 
tive N-ième de l'unité, induit l'équation du dilogarithme cyclique sur HQ{a, 13) : 



(1-/3^) 



(l-a^-/3^) 



(1 -a^) 



□ 



4 Le double de Heisenberg de W 



N 



Cette section est organisée comme suit. Au §4.1, on construit le double de Heisenberg 
7i/i(6(2, C)) de la QUE-algèbre Uh{b{2, C)), et on décrit son élément canonique Rh à 
l'aide du g-dilogarithme (Proposition |4.5|). Au ^.2| , on considère une forme intégrale 
Hq de Hhib{2, C)), et lorsque q est une racine primitive 7V-ième de l'unité, on décrit 
l'opérateur induit par Rh sur (une extension co nvena ble de) Hq. On décrit 



explicitement la partie "g-dilogarithmique" de R^i au ^4.2.3 
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4.1 Hh{b{2,C)) et son élément canonique 

On commence par rappeler les propriétés élémentaires des doubles de Heisenberg 
|BS|,p^, ^fs||. 



Soit A = (1, e, TO, A, S) une algèbre de Hopf unitaire sur un anneau k, où l'on note 
respectivement 1, e, m, A et S* l'unité, la counité, la multiplication, la comultiplica- 
tion et l'antipode de A. Si A est de dimension infinie, on suppose que k = C[[/i]] est 
l'anneau des séries formelles sur C d'indéterminée h, et que A = Uhio) est l'algèbre 
enveloppante quantique (QUE) d'une algèbre de Lie complexe q de dimension finie 



|Ka£, §16-17], |CP| , §6-8]. Tous les produits tensoriels écrits ci-dessous sont définis 
sur fc, et lorsque A — Uhis), ils sont implicitement complétés dans la topologie 
/i-adique. 

De façon classique, si A est de dimension finie on peut munir le fc-module dual 
A* = Hom(yl, fc) d'une structure de bigêbre duale A* = (e*, 1*, A*, m*. S"*) avec 

(x, m(a (g) b)) = {m*{x),a (g)b) , {x®y, A(a)) = (A*(a; y), a) 

{x,l)^l*{x), (e*,a) = e(a), {x, S{a)) ^ {S* {x),a) , 

ovl { , ) : A* ® A k désigne une application fc-bilinéaire non dégénérée, et a, 
b ^ A ei X, y € A* . Lors que A — Uh{g) il existe une notion de QUE- dual que l'on 
notera aussi A* = U^{g) jC^, §6.3.D-8.3]. Le QUE-dual U^{q) est une QUE-algèbre 
isomorphe à Uhis) en tant que C[[/i]]-module, et sa structure d'algèbre de Hopf est 
duale de celle de Uii{2) dans le même sens que ci-dessus. (La limite classique de 
U^{q) au sens des quantifications d'algèbres de co-Poisson Hopf est une bigèbre de 
Lie duale de g). Nous décrirons plus loin en détail le QUE-dual d'une algèbre de 
Borel quantifiée Uh(b{2,C)). 

Fixons une fois pour toute un crochet de dualité ( , ) entre A et A* . Soient {ea}a 
et {e^}f3 des bases (topologiques) duales de ^ et ^* : {e^,ea) = (S désigne 
le symbole de Kronecker). Pour tout a € A, notons eva : A* — > fc le morphisme 
d'évaluation en a associé au crochet ( , ) : 

y X ^ A*, eva{x) = (x, a) . 

Soient tta ■ A Endfc(^*) l'homomorphisme défini par 

y a e A, TTA{a) = {id ® eva) m* , 

et TTA* : A* Endk{A*) l'action par multiplication à gauche. 

Définition 4.1 Le double de Heisenberg 7i(A) est la k-sous-algèbre de Endfe(^*) 
(topologiquement) engendrée par l'image des homomorphismes tta et tta* ■ 
En utilisant ( , }, les constantes de structures (i.e. les coefficients dans les expressions 
suivantes) de A* et A sont 

m{ea «) e^) = ^ ml^^ , A(ea) = ^ A^'^ e^g (g) e^, , 

7 /3,7 

A*(e"®e'') =^A^'^ , m*{e") = ^m%^ ® e'' . (13) 

7 0,1 

Lemme 4.2 La k-algèbre associative (topologiquement) engendrée par les éléments 
{ea}a et {e^}f3 vérifiant les relations 



7 7 

e„e^ = Y <7 ^Y^'e^ (14) 



P,7,o- 
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est isomorphe à 7^(A). 

Démonstration. Les deux premières relations sont évidentes, elles sont obtenues en 
omettant de noter m, A*. Les actions de A et A* sur le /c-module A*, associées 
respectivement aux homomorphismes tta et tta', sont décrites dans les bases {ccIq, 
et {e"}a par 

e^{e^)^{td®eyej m^e") , e"(e'=') = A*(e" ® e'') , (15) 
ce qui s'écrit matriciellement 

Maintenant, remarquons que {eae'^)ij — J2k''^i.a ^f'"'- définition, la comulti- 
plication A est un morphisme d'algèbre : A o m = (m m) o ^33 o ( A o A) (où P23 
est la permutation des deuxièmes et troisièmes facteurs tensoriels). En termes de 
constantes de structures, cela donne 

(e.e^).,, = E^^'' = E <f <^ ^r' = E <f (^'e-)^^- • 

On en déduit la troisième relation. □ 

En utilisant cette présentation de 7i(A), on vérifie immédiatement que son élément 
canonique 

R^^e^®e'' eH{A)®n{A) 

7 

satisfait pour tout a les égalités : 

(1 (8e„) iî = iî A(ea) , iî (e" 1) = m*(e") iî , 

R12 Ri3 R23 = R23 R12 , (16) 

où R12 = iî (81 1, R23 — 1 (E) R, etc.. La dernière identité est appelée l'équation 
du pentagone. Les deux autres permettent de définir des comultiplications sur les 
images de représentations de A et A*, et donc des opérateurs de Clebsch-Gordan 
(cf. Remarque ^!9| ) . Notons que les relations (^5|) impliquent 

{TTA<E)TrA')iR) = {e*®A*) {m* (g, e*) e Endfc((A*)«2) 

(Rappelons que e* est l'unité de A*). L'antipode S* de A permet d'inverser {tta 
TrA'){R) : 

{tta (E) TrA''){R)-^ = (e* ® A*) {e* (g) S* (g> e*) (m* ® e*) , 

où S* est l'antipode de A*. Enfin, on peut définir pour les doubles de Heisenberg 
un analogue de la méthode FRT, qui permet de construire des bigèbre s cotr essées à 
partir de solutions inversibles de l'équation de Yang-Baxter quantique | Ka4 §8] . On 



aboutit alors au théorème suivant. Pour sa preuve, on renvoie le lecteur à | Dav , Th. 
5.7], qui donne un énoncé plus général pour des solutions de l'équation du pentagone 
sur des modules de Hopf quelconques. 



Théorème 4.3 | Dav , Th. 5.7] Soit (A, 1, e, m. A) comme ci-dessus. L'image (tt^ (8) 
TrA'){R) de l'élément canonique de H(A) dans Endfe((A*)'^^) est l'unique solution 
de l'équation du pentagone. Les relations ( p^ vérifiées par {tta® t^a*){R) définissent 
la structure d'algèbre de H{A). 



13 



Convention 4.4 Dans la suite, pour des raisons techniques (essentiellement pour 
pouvoir inverser h dans la proposition |4.5D , on a besoin d'introduire le corps des 
fractions C((/i)) de C[[/i]], qui est un anneau intègre. Une algèbre topologique A sur 
C[[/i]] sera donc considérée comme C((/i))-module C((ft.)) ®c[[h]] A . 

On va maintenant construire explicitement le double de Heisenberg 7i/i(5(2,C)) 
de ^ = Uh{h{2,<C)). La sous-algèbre de Borel quantifiée positive Uh{b{2,C)) de 
Uh{sl{2,C)) est la C((/i))-QUE-algèbre de Hopf topologiquement engendrée sur 
C[[h]] par H et D vérifiant la relation HD ~ DH = D, et munie des comulti- 



plications et antipodes définies par |CP, §6.4], |Kas, §17] 



A{H) ^ H (g)l + l^H , A{D) = 1 (g) D + D (g) e''" , 

S{H) = -H , SiD) = -De-''" , e{H) ^ e{D) ^ , e(l) = 1 . 

(On note 1 l'unité de [7^(6(2, C)) et de C{{h))). La C((/i))-algèbre QUE-duale 
[7^(6(2, C)) de Uh{b{2,Cj) est isomorphe en tant qu'algèbre de Hopf topologique 
sur C[[h]] à la sous-algèbre de Borel quantifiée négative de Uh{sl{2, C)), munie de la 



comultiplication opposée |CP, Prop. 8.3.2]. Donc C/^(6(2,C)) est topologiquement 



engendrée sur C[[h]] par H et D vérifiant la relation HD — DH = —hD, avec : 

A{H) ^ H + H , A{D) = 1®D + D®e-" , 

S{H) = -H , S{D) = -De" , e{H) = e{D) = , e(l) = 1 . 

Clairement, l'application : H —hH, D ^ D est un isomorphisme des C((/i))- 
algèbres topologiques f7^(6(2,C)) et Uh{b{2,C)). 

Proposition 4.5 Le double de Heisenberg 7^^(6(2, C)) de Uh{b{2,C)) est isomor- 
phe à la C{{h))- algèbre topologiquement engendrée sur C[[/i]] par H, D, H et D 
satisfaisant les relations : 

HD-DH = D, HD-DH = -hD , 
H H - H H = 1 , DH ^ HD , 

HD - DH ^ -D , DD - DD = {l- q) e''" avec 9 = 6"''. 
Pour cette présentation, son élément canonique s'écrit 

R,, = e"®" {D®D-qrJ . 



Démonstration. Soit em,n = H"'D^' /m\{q)n une base linéaire de Uh{b{2,C)), et 
considérons la base duale e™'" = H"'D" pour le crochet de dualité (em.n, e'''') = 
ôm,k 6n,i- En utilisant la définition de Tih{b{2,C)) par les relations (|lj), et notam- 
ment la troisième d'entre elles, on trouve le résultat suivant. 

Les seules constantes de structure du type A^^ et m"^ qui sont simultanément 
non nulles sont = 1 et m" ^ = 1. Comme H est dual à H, on en déduit que 

DH = HD. 

De même, les paires (A'^^jTO^j,) simultanément non nulles sont {A^^f^ , mj^ i) = 
(1,1) et (A^'^,m£jLf) = (1,-1). Comme on a évidemment mj^ i — i, 
que la transformation D D{1 — q)"^ n'affecte ni la valeur de A^^ ni celle de 
A2'\ et que D est dual à 15(1 -q)^^ on trouve donc HD = DH-D.l = DH~D. 
Pour la relation H H — H H = 1, on procède de même. Par contre, la dernière 
relation montre l'importance du choix des bases duales pour obtenir des relations 
agréables : les paires {A^^,m^^) simultanément non nulles sont {A]^^,m'^i) = 

(1,1) et (Ag'"'",mf^^) = (1,1). Mais ici on a A^'"'" = (1 - g)A^^'"«)"''"'" , et 
comme D est dual à £'(1 - g)"^ on obtient DD = DD - (1 - g) e''" . 
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Montrons que la formule proposée pour Rh vérifie l'équation du pentagone (|16|). 
Par le théorème |4.3| , on en déduira que Rh , considéré comme endomorphisme sur le 
/c-module (A*)®^ (^7,t(^(2,C)))®^ est l'élément canonique de Hh(6(2, C)). _Dans 
la suite, pour simplifier, on note Hi, Hi, Di, Di l'action de H, H, D et D sur 
le i-ème facteur tensoriel. Considérons l'inverse de la relation du pentagone, pour 
R^^- Elle est équivalente à 

{DiD2;q)ooe-"'"' (^2^3; 9)006"^^^^ . 
La relation DH — HD implique que le membre de droite de est égal à 

iDiD2]q)o.{D2D3;q)o, e-"'"'e~"'^' . 

Pour tous m, n entiers on prouve par récurrence que H"^D^^ ~ D"' {H — n/il)™ . 
Donc 

et on a : 

m>0 ■ r!>0 

m,n>0 

"("-!) 

= ie''"^DiDr,q)oo exp(-iÏ2iÎ3) • 

De la même façon, on a H'^D" = D"- {H + ni)" et ^ D"" {H ^ ni)™, d'où 

l'on tire respectivement les identités : 

w H . - N (-iïiFg)'" g^^T^(-DiD2)" 



9 

m,n>0 



E ^(-^^^^)" (-^3(iîr+nl,))' 
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"("-1) 

m,n>0 



q 



= E (-^l^2^(-^3(iî2-nl2)^ 
Avec ces trois relations de commutation, on peut transformer le membre de gauche 
en 

{D2D3;q)oo{e''"'DiD3;q)ooiDiD2]q)oo e-"'"^e-"^"^e-"'"^ . 

Pour montrer que l'équation du pentagone pour R est vérifiée, il sufiit donc de 
montrer les deux identités suivantes : 

[D2D:i-q)oo[e''"'DiD:i-q)oo[DiD2;q)oo = {DiD2;q)c^{D2D3;q)oo , (17) 

^ — HiH3^ — H2H3^ — HiH2 _ g — ^1^2 g — ^^2^^3 (18) 



L'équation ( |18| ) est une conséquence de la formule classique de Baker-Campbell- 
Haussdorff appliquée à la sous-algèbre de Lie complexe de 7i/i(5(2,C)) engendrée 
par H et H (l'algèbre de Heisenberg) : 

exp(-i/iiÏ2) exp(-iÏ2iÎ3) = eM~HiH2 - H2H3 + ^Hi [^2,^2] ^3) 

= expi~HiH2 - -ff2-ff3 - IhiHs) 

= expi-HiH3)exp{-H2H3)exp{-HiH2) . 
Posons maintenant U = D2D3 et F = D1D2 . On a 

[U,V] = UV-VU = D1D2D2D3-D1D2D2D3 = [D2,D2]DiD3 = {l-q)e^"' DiDs , 
et on vérifie sans difficultés que W = UV — qVU commute avec J7 et y : 

[W, U] ^[W,V]^0 . 
Alors l'équation ( p!7| ) est une conséquence du lemme 3.1, car on peut l'écrire : 



({7;q)ec^ ( {V;q)^^{V;q)oo{U;q)o. . (19) 



.{i-qy 

On a donc achevé la preuve de la proposition. □ 
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4.2 Rationalisation et dilogarithme cyclique 

Considérons les éléments E = e^^ , È = € Tih{b{2,C)). En utilisant les mêmes 



relations de commutation que dans la preuve de la proposition 4.5 



on trouve : 



oc oc 

ED = e^"D = V — (hH)"D = V — D(h(H + 1))" = De''+''" = q-^DE , 

n=0 n=0 

OO oc _! 

-"D = XI — {-H)"D = XI - ^(-^ + = De''-" = q-^DÈ , 



ED 



n\ ^ — ' ni 



^ ^^hH-H+i [HM] j =^EE- e'^EE - q ^EE, 

OO OC ^ 

ED^Y' -; ihH)"D = V — D(h(H - 1))" = De''"-'' = qDE , 

n=0 n=0 

La relation DE — ED est une conséquence immédiate de la relation DH = HD. De 



façon parallèle à la construction des formes intégrales de groupes quantiques [|CP| , 
§9], on aboutit donc à la définition suivante : 

Définition 4.6 La forme intégrale de Hh{b{2,C)) est la C[q,q-^]-algèbre Hq — 
7ig(6(2,C)) engendrée par E, E^^ , Ë, , D et D satisfaisant les relations : 

EE-^ = E-^E = 1 , 

DE = qED , DE = q_ED , 

EË = qË_E , DË_ = Ë_D , 

ED = qDE , DD - DD ^ {\ - q) E . 

Soit (fi : C[g, g^^] C l'homomorphisme qui envoie q sur e. Pour tout nombre 
complexe e non nul, on dit que l'algèbre He = Ti-q C est la spécialisation de Hq 
en q =^ e. 

Clairement, l'élément canonique Rh e nh{b{2,Cyf^ ne définit pas un élément de 
Tif^. D'abord parce que {D ® D;q)oo est une série infinie en les générateurs D et 

-D, ensuite et de façon plus grave parce que e""^" ne peut pas s'écrire en termes 
des générateurs de Hq (ou même d'une complétion de Hq). On va donc construire 
un "analogue cyclique" de Rh, qui implémente l'action de Rh sur les représentations 
cycliques d'un quotient de H^^-i (ce qui nous suffira pour la suite). Un problème 



similaire, résolu par Tanisaki |Ta|, ||CP|, §10.1.D], a lieu pour définir des solutions de 



l'équation de Yang-Baxter quantique à partir des formes intégrales de QUE-algèbres. 
4.2.1 L'analogue cyclique de e"®" 

Considérons la sous-algèbre de Hopf de [7^(6(2, C)) topologiquement engendrée sur 
C[[h]] par H. On a 

A(iJ-) = l(^H + H ®l . 



En reprenant la preuve de la proposition 4^, on voit que la QUE-algèbre duale est 



topologiquement engendrée par H , avec le même coproduit. Son double de Heisen- 
berg H^ est la C((/i))-algèbre topologiquement engendrée sur C[[/i]] par H et H et 
vérifiant la relation^ de commutation de Heisenberg H H — H H = 1. Son élément 
canonique est e"^" . La forme intégrale de Hh est la C[(7, g~^]-sous-algèbre Wq de 
Hq engendrée par E et E et tels que EE = qEE. D'autre part, on peut naturelle- 
ment identifier la C[g, g~^]-algèbre du groupe Z avec l'algèbre du sous-groupe de Hq 
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engendré par E, en prolongeant linéairement l'isomorpliisme i ^ Z ^ . Lorsque 
q est une racine primitive 7V-ième de l'unité, il existe un isomorphisme analogue : 

Lemme 4.7 Le double de Heisenherg 7Y(C[Z/AfZ]) est isomorphe au quotient de 
W°-i par l'idéal engendré par les relations E^ = 1 et = 1. Son élément canon- 
ique peut s 'écrire 

Sn^ H ® ^ ^ Y. ® ' 

où ë' — 'J2iez/NZ^~^'' ^'^ transformée de Fourier de ë'. 

On a spécialisé en ç = cj^^ pour obtenir exactement cette forme pour Sn- 

Démonstration. De façon générale, si G un groupe fini et €-[0] l'algèbre de G. on peut 
munir £-[0] d'une structure d'algèbre de Hopf, de comultiplic ation /S.{g) = g i^) g, 
d'antipode S (g) — g~^ et de counité £(17) — 1 pour tout g G G | Kas , §3]. Avec (|ï^. 



on voit que le double de Heisenberg 7i(C[G]) de C[G'] est défini par les relations : 

egCh = egh , e^e'' = ôg^ue'', e^e^ = e^e^'' , (20) 

où Cg et sont des bases linéaires de C[G] et C[G]* respectivement, et ôg^h est 
égal à 1 si g = /i et sinon. Considérons le cas G = Z/A^Z. Soient e un générateur 
de Z/7VZ de dual ë dans C[G]*, et 5"^ = E^e z/Nï ® 1' élément canonique de 
7i(C[Z/iVZ]) . On a 

ë* = — V w*^' e' =^ ë^' = V t^-*^' ë* 
N ^ ^ 

j^-L/NI iÇ_Z/NZ 

eë= V Lo-^ eé ^ V ë'-^e = cj-i V tj-('~i) ë'^^e = tj-^ëe . 



ieZ/AfZ ieZ/NZ i£ 

k,leZ/NZ l£Z/NZ 

On utilise ( pÔ| ) dans la seconde égalité de la deuxième et de la troisième ligne. Donc 
l'application définie par e ^ E et e ^ E induit un isomorphisme de 7i(C[Z/A^Z]) 
vers >V°/(£;^ = = 1). □ 

Corollaire 4.8 L'image de Sn par une représentation irréductible et cyclique est 
de la forme 



E = ^ E '''' ^2 

iez/NZ i,jez 



où Y et Z sont des matrices unipotentes de taille N et d'ordre N telles que ZY = 
LûYZ , et Y^ désigne la transformée de Fourier inverse normalisée de F*. 

Démonstration. L'image de e et ë par une représentation cyclique de ?i(C[Z/A^Z]) 
sont nécessairement des matrices unipotentes d'ordre au plus TV, qui sont de taille 
et d'ordre exactement égal à si la représentation est de plus irréductible. L'ap- 
plication définie par — *■ Z~^ et ë' Y^ est clairement une représentation de 

H(C[Z/iVZ]) ^ Wy{E^ = 1){È^ = 1). □ 

On peut définir l'image de Sn dans une extension de (VV°-i)®^ de la façon suivante. 
L'algèbre W^-i est sans diviseur de zéros : par exemple, c'est une extension de Ore 
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d'un anneau de polynômes |Kas, §4]. Donc son centre Z{W^-i) est un anneau 



intègre et on peut considérer son corps quotient (5(Z(W°-i)) . Posons 

:= W°-^ ®z(wl_,) Q{Z{■Wl-^)) , (21) 

et soient E' = c^^E, Ê' = c]^^Ë e Q(>V°-i), où ce, cë e Z{W°-.i) sont définis 
respectivement par = E'^ et = . Les éléments ce et Cë existent car 
Z(>V°-i) est intégralement clos | |CP| , Prop. 11.1.2]. Considérons l'élément T;^ G 
Q(>V°-i)®^, image de Sn, défini par : 

= ^ E ® (^')' ■ (22) 



En utilisant les relations du début du §4.2, on vérifie facilement que l'action par 



conjugaison de e^^^ sur Tif^ définit un automorphisme £q. Lorsque q = uj ^, 
l'action par conjugaison de T^^ sur H^^i s'identifie à Sui-1-- Donc est l'analogue 



cyclique de e^®^ . On trouve la formule du lemme ^.8| pour T en considérant une 



représentation irréductible p de W° - 1 cLVGC p{E') = Z-^ et p{È') = Y. 
4.2.2 Les analogues cycliques de {D ® D]q)oo et Rh 

Soient 'Hq le quotient de Tiq par l'idéal engendré par la relation DD = qDD, et Hq 
l'espace vectoriel des séries formelles en les générateurs de Hq, et à coefficients dans 

C[q,q ]. Alors {D ® D;q)ao définit un élément de Hq . De plus, la relation ([7|) 

r-, 

devient l'équation du g-dilogarithme pour la sous-algèbre topologique de Hq 
engendrée par U = D2D3 et = D1D2, car UV = qVU. 

Considérons la spécialisation de Hq enq — exp{—e/N^)Lu'~^. On a vu au §||que l'ana- 
logue cyclique de {x;q)oo sur W^^-i est l'opérateur inversible $(a;) G ETid{W^-i). 

Donc l'analogue cyclique de {D (g) D; q)oo est <i> (_D ® Dj G End H^-i ) . Pour 



écrire son équation du dilogarithme cyclique (Théorème |3.5[ ) , il faut pouvoir inverser 
certains éléments de Hq. On le fait de la façon suivante. 

Notons la sous- algèbre de Hq topologiquement engendrée par D et D. On pose 
Q(C^) := C^®z(w+_,) Q(2(W^-i)) ®z(vvo_^) Q(Z(W°-0) , 



où Q(Z(W^-i)) et Q(Z(>V+_i)) sont définis comme dans (|^) et W°-i est défini 
au § [4.2. l| . Soit (£> 5) {D (E) D) € End (q(K^)®^) • Considérons 

iî^ = • (i? ® 5) G End (q(C^)®') (23) 



On sait que T„ vérifie l'équation du pentagone. On montrera à la proposition 
que l'image de Rc^ sur les représentations cycliques de H^^-i (i.e. les 6j-symboles 
cycliques) vérifie aussi l'équation du pentagone. La même preuve montre que Rc^ 
satisfait aussi l'équation du pentagone. Donc Rui est l'analogue cyclique de Rh- 

4.2.3 Description explicite des dilogarithmes cycliques 



Avec le lemme 3.4, on aboutit naturellement à la définition suivante, originellement 



due à L. Faddeev et R. Kashaev |FK] : 
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Définition 4.9 Soient E un espace vectoriel complexe de dimension finie, A 6 
End(-B) un endomorphisme de spectre {— w", 71 = 0, ... , N ~ 1}, et des nombres 
complexes non nuls a, b et c tels que + = . Un dilogarithme cyclique 
d'ordre N sur E est un opérateur ^'a,6.c(^) G End(i?) qui commute avec A et dont 
le spectre est de la forme {ha.b,c ^^{0-, b, c\n) , n = 0, . . . , N — 1}, où ha^b.c est une 
fonction complexe non nulle quelconque et 

" b 

uj{a, b, c\n) = TT . 

c — aujJ 

De cette définition, on tire immédiatement l'identité 

^aM^^'A) ^aAciA)-' - ^^^^ 

qui par identification des coefficients donne 

N-l n N-1 



(24) 



n— s— 1 n— s— 1 



b ■ 

'(25) 



Le théorème suivant est équivalent au théorème 3^. (On en donne une preuve car 
il n'y en a pas dans [FK|). 

Théorème 4.10 |fK| Soient U, V £ Eiid{E) tels que = = -1 et UV = 
LuVU . Posons = '^ai.bi,ci, OÙ Xi — Ui/bi et Tji — Ci/bi sont tels que 

2/02/2 = 2/12/4 , 2/1 = 2/22/3 , 2:3 = xqXi , 

X2 = xiy4 , X4 = X02/2 • (26) 
Alors on a l'identité suivante : 

^o{V) *i(C/) = *2(t/) "^si-UV) ^4{V) 
lorsque les déterminants des deux membres sont égaux. 

Démonstration. On montre d'abord que ■^2{Ur^ ^q{V) *i([/) ^4{Vr^ commute 
avec ~UV. On a : 

*2(C/)-i 'i'oiV) *i(C/) *4(V")"^ i-UV) 

= *2(C^)"^ *o(V") *i(C/) i-UV) *4(w"V)"^ 
= ^'2(C/)"^ *o(y) i-UV) *i(cjJ7) *4(c^"V)~^ 

= î'2(c/)"^ (-c/y) *o(t^"V) *i(w[/) *4(t^"V)~i 

En utilisant (|2^) on peut transformer le produit des dilogarithmes cycliques dans 
cette dernière expression en : 

^2({/)-l (C2 - ^«2^) ^j^(^-V) $^(^[/) $4(c^-ly)-l 
O2 

V 02 02 / 

= MU)-'MV) ((^^^^) g-^t^) *4(c.-V)-i 
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\ \0002 02 y 0002 y 

Avec les notations de l'énoncé, on a : 

C0C2 C1C4 aoC2 «4 

60 02 O1O4 00O2 04 

aiC4 «2 

01O4 62 

Alors le terme entre parenthèses dans la dernière expression est égal à 

/ C0C2 _ uja2 \ f (ci - LûaiU) \ / (04 -aiV) \ _ / (ci - ^ai£/) \ C4 

U062 62 ; V ^1 / V ^4 y V &i y ^4 

{ci — LoaiU)\ f {c4 — a^V) 



h y V ^4 

En utilisant (|24|) encore deux fois, on trouve donc : 



i-UV) ^2{Uy^ î'o(^) «'i(t/) Î'4(u;-V)~i . 

Par conséquent 

Pi-UV) = ^2{U)-^ ^o{V) *4("t^)"' 
est une fonctionnelle de —UV. Montrons qu'elle vérifie l'équation : 

P^.UV) ( SîJlMzEIl) = Pi-^-^UV) . (27) 



Considérons le changement de variable V —> uj^^V dans l'expression de P{—UV). 
On a : 



-1 ,T, nr^ .T, ^rn / f Ci - aiU\ ^ > . ,-lT.^-l 



bo boh y bobi 
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Or 

yay2 = yiVi I ^ C4C3 _ cq yi = ^22/3 I ^ «403 _ «oci 



yi = y2y3 J 64^3 ' ^4 = a;oy2 J 64^3 bobi 

aoai «3 
= XqXi — — = — . 

boh 63 

On en déduit que la dernière expression est égale à : 

ce qui prouve (p7|). Comme cette équation fonctionnelle détermine P{—UV) a une 
constante près, il suffit d'imposer que les déterminants de part et d'autre de l'équa- 
tion du dilogarithme cyclique soient égaux pour que cette constante soit égale à 1. 
Ceci achève la preuve du théorème. □ 

5 6j-symboles et dilogarithme cyclique 

5.1 Description explicite des opérateurs de Clebsch-Gordan 

Le module de mulipUcité de représentations p, /i de Wn est l'ensemble 

Mp,^ = Endw^iVp, y^) ^{U-.Vp^Vf, \ U p{a) = ^x{a)U, V a G Wn}- 
En tant qu'espace de morphismes entre W^v-modules, Mp^^ est naturellement muni 



d'une structure de WAf-modul e. L a proposition 2.2 montre que la dimension de 
Mp^^ est finie. La proposition 2A u)-in) implique que pour des représentations 



irréductibles et cycliques p, /x, v de Wiv telles que (p, /i) est une paire régulière, on 
a 

N SI V ^ pp. 



àïiac{Mu^p^p) = àïu\c{Mp^p^i,) 



sinon . 



Les éléments de Mp^ pg,p sont des injections, et sont communément appelés opéra- 
teurs de Clebsch-Gordan (OCG). Les éléments de Mp^f^^pf^ sont des projections, et 
sont appelés les OCG duaux. Considérons la courbe 

T = {[x,y,z\ I a;^+y^ = z^}cCP^ 

où [x, y, z] sont les coordonnées homogènes de CP^. Rappelons que lj = exp(2i7r/iV). 
Pour tout entier positif n, soit lo (la confusion des notations est volontaire) la 
fonction rationnelle sur F définie par 

n 

uj{x,y,z\n) = TT — - , [x,y,z\ e F \ {[1, 0, cj-^], j = 1, . . . ,n} . 

z — xuo^ 



On notera uj{x, y, z\m, n) = uj{x, y, z\m — n) ' . On renvoie à |[BBP| , |ÇM^] pour 
des détails sur leurs propriétés. On a immédiatement : 

uj{x, y, z\m -\- n) — uj{x, y, z\n) y, z\m) . (28) 

Pour tout n > 1 et tout x lu^ , j = —1, . . . , — n, posons : 

n ^ 

u;{x\0)^l, u;{x\n) = l[^—— . (29) 
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On définit la fonction rationnelle f{x,y\z) par : 



uj{x\a) 

cr=0 

OÙ z^(l — 2/^) — 1 — . Notons de plus 



^E^'". (30) 



1 — a; ' \ sinon . 

La fonction 5{n) est le symbole de Kronecker réduit modulo N . 

Proposition 5.1 Soit {p,^^) une paire régulière de représentations standards. Pour 
tout hp^fj_ G C*, les applications linéaires Ka{p,^i) et K°'{p,^), a = 0, . . . , iV — 1, 
décrites par des matrices de composantes 

Ka{p,fJ.)lj = hp,f, uj^'^ujiapyf,, —,yp^\i,a) 6{i+j - k) 



sont des bases respectives de Mpf^^p(g,p et Mp^^^p^^, qu'on appelle standard. Ces bases 
sont duales, i.e. on a : 



N-l 



K"{p, p)Kp{p, p) = 5{a - (i) idv^^ et ^ K^ip, p)K"{p, p) = idy^ ® idy^ 



Le rôle du scalaire /ip^^ sera précisé dans la proposition |5.7 . 

Démonstration. On cherche une famille de solutions linéairement indépendantes 
Ka{p, p) ■ Vp^ Vp^fj_, a = 0, . . . , TV — 1 du système d'équations 

{p(S p){A{a))Ka{p,p) ^ Ka{p,p)ppia), a G Wat . (31) 

En écrivant ( |3Ï| ) dans la base canonique de et successivement pour a ~ E 
puis a = D, on obtient 

{K^{p,p)pp{E))l^ = al^Lo''K^{p,p)l^ , 
{p®p{A{E))K^{p,p)% = alaluj^+=K^{p,p)l^ . (32) 

Donc Ka{p, p)i_j ^ seulement si i + j = fc, et 

{Ko,{p,p)pp{D))\-^ = ap^yppKa{p,p)l. , 



\fe-i 



{p(S p{A{D))Ko,{p,p))l^ = {{alaf,yf,Z(SX + apypX(x)id)K4p,p)).^ 



fe-i 



3 

= alaf.y^.uj'Kaip, p)ij-i + apypK^ip, p)ill^{33) 

Il est clair que ( ^ ) est sous-déterminé. On va spécifier les solutions cherchées en 
ajoutant les équations suivantes : 

Ka+i{p,p)lj = \a{i,j\p,p) Ka{p,p)lj , a = 0, . . . , N ~1, (34) 

où {Xa{ij j\p, p)}a est pour ï, j, p, p donnés une famille de nombres complexes non 
nuls. Ces équations peuvent être interprétées comme suit : si C/ G End(Mp^_p0^), 
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alors ( |3l| ) montre que U commute avec l'action de Wn sur Vp ® V"^, et (|3J) peut 
s'écrire UKa{p,fj) = Ka+i{p, ^jl), où U^'j — \a{i, j\p, p) 5{i — k) 5{j — ï) dans la 
base canonique de ® C^. 

D'après (|3^), on doit avoir na=o^ ^a{ii j\p, p) = 1- Parmi les fonctions rationnelles 
en Op, î/p, et qui vérifient cette égalité, les plus simples sont : 



A4^,J|P,M) = ^^^^^ -^(^'^'"^ 

y 



où a;, y et z dépendent de Op, yp, et et vérifient x'^ + y^ = , et g{i,j) 
et f{i,j,a) sont des fonctions affines que l'on va déterminer. Notons qu'on doit 
avoir X)iï=o^ fihj: = ^ avec A: e Z. On peut donc considérer des solutions de la 
forme : 



z — XUJ^ 

1=1 



Le terme ô{i + j — k) est dû à (|3^. Quand g{i,j) = x — apaj^^y^, y — yp, et 
z = cipyp^, ces composantes matricielles sont solutions de (|3^ ) si on impose aussi la 
condition : 

K^{p,p)'[j\^LU-''K^{p,p)l, . 
Pour qu'elle soit vérifiée, on doit avoir 



a-l 



Négligeant l'indice i, supposons que Yl'i=o îihh — J'^ + /"(o^) pour une certaine 
fonction /". En écrivant f{i,j,l) = l + 1/2 + j, on trouve /"(a) = a^/2, d'où les 
solutions de (|3Ï1 ) décrites dans l'énoncé. 

Considérons maintenant les OCG duaux. On cherche une famille d'applications 
linéaires {K°'{p, p), a = 0, . . . , iV — 1} vérifiant 

Af-l 

hp^f, uj"-^ uj{apyp,^,ypp\i,a) S{i + j-k) K"{p,p)l'^ = ô{i - i') S{j - f) . 

Remplaçons dans cette égalité K'^{p, p)\'-' par les solutions de l'énoncé. On trouve 

2^ ^ u J ; ^ 5{i+j-k)5{i +j - k) 

= S{^+J-^'-f) co{apy,,y^,ypp\^-^') x 

w(apypcj'-*', f^,î/pp|i' - a) 



E 



{i'-a){j'-j) 



[^] 5{^ +J-^'- /) u;(apy^, ^, yp^|z - z') x 

î/pp "^P 
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où l'on utilise ( p8| ) dans la seconde égalité. D'après la relation (A. 14) de |KMS, App. 
A], on a 



ï/PM î/pA"^ "^pî/m ypM 

où [a] AT désigne le reste de la division euclidienne de a G N par N. Or on vérifie 
immédiatement que 

^ipt/fi^ _ ^ o-pVp. \^N-i \ Vpp 1 



Upp Vpp (^pUp 

D'où le résultat. □ 



Remarque 5.2 On a vu que à\mc{Mr^p(g,p) > 1. Ce fait est remarquable pour la 
construction d'invariants quantiques de noeuds ou de 3-variétés. En effet, le pro- 
duit tensoriel p 03 /i de deux représentations irréductibles de dimension finie de 
C//i(s^(2, C)), ou de Uq{sl{2,'C)) lorsque q est générique, se décompos e de façon 
unique en la somme directe d'irréductibles de multiplicité 1 chacun | Kas , §7.7] 
("formule de Clebsch-Gordan") . Ces représentations sont utilisées pour définir, par 
exemple, le polynôme de Jones d'entrelacs dans . De même, lorsque q — e est 
une racine de l'unité, les représentations de dimension finie de C/J^'^*(sZ(2, C)) (cf. 
e.g. |CP, §9.3]) ont une structure tensorielle très sophistiquée, mais les seules sous- 
représentations d'un produit tensoriel d'irréductibles qui interviennent dans la for- 
mule des invariants de Reshetikhin-Turaev de 3-variétés sont là aussi de multiplicité 
1 [pPl §11.2-3,15.3], 



On conclut cette section en montrant, à l'aide de la proposition 5.1, que les OCG 



sont des représentations de R^^ G End 

(Q(>^<.-0®') (cf. §il). Soient Z, X et 

Y = Lo'^XZ les matrices de composantes 



=uj^ â{i- j), Xi^j 



ô{i-j-l), et Y,^j ^ Lu-2+^ ô{i - j - l) 



dans la base canonique de C {ô est le symbole de Kronecker mod(Af)). On vérifie 
facilement qu'on peut définir une représentation p de TYj^-i par 

p{E) = 
p{È) - a- 



-2 z-\ 



p{D) = 



y, 



P{D) 



1 



Z-^Y = 



apVp 



apVp 



où flp et Up e C*. (En particuHer, p respecte la relation DD — DD — (1 — uj )E 



de - cf. Définition 4.6). Clairement, p est cycHque et irréductible ; on dira que 



p est une représentation normale. 



Comme dans la définition ^^i) et la proposition |2^ iii), on dit qu'une paire {p^p) 
de représentations normales de TY^^-i est régulière si tous les WAr-sous-modules 
simples de p 03 /i sont cycliques. Soit (p, p) une paire régulière de représentations 
normales de Hi^-i. Notons T, î'(p, /i) G End(Vp ® Vp) les images par p 03 de 

T^, 4-^ G End 

conséquence immédiate de ( |22| ) , ( |25| ) et de la définition des représentations normales 
de 7Y^-i. 




définis dans (|22|) et (P3|). Le lemme suivant est une 
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Lemme 5.3 Les endomorphismes T et '^{p,fi) ont les réalisations matricielles 
suivantes dans les bases canoniques de Vp et : 



■îj'— 2 

t=0 ^ f***^ ^ s=l apy,j 

OM Zi = Z id, ete, et Y' = ^ ^f^^^^ . 



On précisera la valeur de /ip_^ dans le corollaire 5.8 . Soit (p, /i) une paire régulière de 
représentations standards de Wat. Considérons les applications linéaires K{p,^) : 
Mpp^p^p ® Vp^ ^ Vp <»Vp et R{p, p) ■■ Vp <S) Vp ^ Mpp^pf^p ® Vpp définies par 
K{p,p)'^'^ — Ka(p,p)i j et R{p, p) :— K^{p,p) est la transposition). 

Proposition 5.4 Les OCG sont des représentations de G End |^(3(Ha)-i 

Démonstration On va montrer que R{p, p) = T • '^{p,p). Notons {vn}n la base 
canonique de C^. On a T{vk vi) = Vk ^ Y^vi et ï^"^ = Vk ® Y^^vi. Or 

{Y%^, = c^*+'=^' J(ï -j-k) et (y-^-),,, = c^-'^-'^* ô{i + k- j) . 



Alors (T-i)'''' = tj- V-feJ ^(i - fc)(5(j + k- l), et 



(T ^ ■ R{p, p))'i^^^ = /ip^^ ^ cj"-' cj(apyp, -£-,ypp|i,TO) 5(ï + j - n) X 

m,n=0 ^ 

UJ 5 ™' ^(fc - m) ô{l + m - n) 
= hp^p ^(^apyp,^,ypp\i-k) ô{i+j~l-k) . 

D'autre part -'Y^~^Z^^Y2 = -uj-\XZ)^^X2 et (^Z)J uj-' S{i + l-j) donnent 

- (-1)*^.-'=*-^ S{1 -j-t)5{k + t-i) . 

Donc 

= hp.p^uj'^'-'-^ 5{l- ] -t) 5{k + t-i) -K 
t=o 



apCipVp 



i — fe Vp ^' — s 

= hp^p uj-''^^-"^ sii + k-t-j)r\ — "-^^ — 

fJl apyp -UJ 'ypp 
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hp,p Lu{apy^,^,ypf,\i- k) 0(1 + k - i ~ j) 



□ 



5.2 Les 6j-symboles et l'équation du pentagone 

Dans cette section on calcule les 6j-symboles cycliques pour la base standard d' 
OCG. On en déduit que les 6j-symboles cycliques sont des représentations de R^^ € 

End (g(C^)«2^. 

Rappelons que C est l'ensemble des représentations cycliques irréductibles de WV. 
Pour tout triplet régulier (p, /i, i^) G C'^, notons 

Mp,(,,,,) = Endw„ (l^pM., (Vp ® [V^ ® K))) 
M^p^p),^ = Endw„ {Vpp^, {{Vp Vf,) ® K)) . 

On a 

-^p,(/i,I^) — Mpp^^p(g)pi, ® Mpi,_p(^y 

L'isomorphisme de WAr-modules (Vp ® (V^ (g) K)) = ((Vp V^) (g) K) induit un 
isomorphisme 

R{p, M, î^) : -=-> M(p,^)^^ (35) 

qu'on appellera un 6j-symbol. Considérons le diagramme 

Vpp^ ^ Vp (g) Vf,^ 



Vpp «> K ^ l^p ® T/p «) K 

où (p, ^, J^) e C"^ est régulière, et les flèches indiquent des plongements de représen- 
tations, i.e. des OCG. Par (^, ce diagramme est commutatif. Notons K{p,p) e 
Endc{Mpf,^p0p) l'endomorphisme identité, déflni dans une base {Ka{p, p)}a de 
Mpp^p^f, par 

K{p,p){a) = Ka{p,p) . 

Posons Ki{p, p) — K{p, p) (g) id et K2{p, p) = id® K{p, p). Alors la commutativité 
du diagramme ci-dessus s'écrit 

Ki{p,p) K2{pp,v) ^Ri2{p,p,v) K2{p,iy) Ki{p,pi^) , 

ou encore 

JV-l 

Ka{p,p) Kp{pp,iy) = ^ R{p,p,i^)l'^^ Ks{p,v) K^{p,pv) . (36) 

(5,7=0 
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Ici, R{p, fJ-, v) apparaît comme la matrice de changement de base entre les iV^ sous- 
modules simples de Vp ^V^. Ils sont tous isomorphes à V^^iy, mais plongés 
différemment par les OCG Ka{p,fi). 

Lemme 5.5 Pour tout suite régulière (p, fi, v, v) d C'^ on a l'équation du pentagone 
Ri2{p, p, y) Ri3{p, py, v) R23{p, w, ) = R23{pp, y, v) R^ip, p, w) . (37) 



La relation ( |37| ) traduit l'associativité du produit tensoriel pour quatre représen- 
tations cycliques de Wat, i.e. la cohérence de l'isomorphisme ( |35| ) | Ka^ , §12], | |CP| , 
§5]. 

Démonstration. On a 

Ri2{p,p,p) Ri3{p,pp,v) R23{p,p,v) K3{p,v) K2{p,pv) Ki{p,ppv)^ 

= Ri2{p,p,p) Ri3{p,pp,y) K2{p,p) K3{pp,v) Ki{p,ppv) 
= Ri2(p,p,p) K2{p, p)^Ki{p, pp) K3{ppp,v) 
= Ki{p,p) K2{pp,p) K3{ppp,v) . 

Ensuite 

Kl {p, p) K2 (pp, p) K3{ppp, v) 

= Ki{p,p) R23{pp,P,v) K3{p^v) K2{pp,pv) 

^ R23{pp,P,v) Ri2{p,P,pv) K3{p,v) K2{p,pv) Ki{p,ppv) . 

Les morphismes K étant inversibles, on en déduit le résultat. □ 
On va décrire explicitement les 6j-symboles. Soient 6* g M et 

Se = C \ {1x1 > 1, arg(a;) = 6» + 2fc7r/7V, k ^ 0, . . . , N ~ 1} . 

Posons 

N-1 , ^ 

r[x) := (1 - x^Y'^ , g(x) := TT (1 " ^^'y"" et h(x) ^ , (38) 

où X G C* et P = TV - 1/2 (cf. 0). Les fonctions r et (7 sont comprises comme 
le prolongement analytique à Se de leur développement en série pour a; = (qui 
converge sur le disque unité ouvert de C). Montrons que 13(1)1 — , et donc que 
h est bien définie. En effet : 

N-1 N-1 N-1 

l\N-l 



5^(1) = n (1 - ^^'y = n (1 - ^'^"')' = n - 
j=i j=i 1=1 



Donc 



N-1 N-1 , j^.N 

\g^il)\' = n (1 - -')'^''"' = 11(1 - u^T = r-^) = TV 

k=l k=l \ ^ ^ / \x=l 



N 



Convention 5.6 Dans la suite, on suppose toujours implicitement que 9 est tel que 
g est évalué hors des coupures de T)e. De plus, on suppose toujours que les suites 
régulières de représentations stan dard s {p,p,v) sont telles que —ypyv/yp^ivUn = 
r {yppyp.i>/yppyyti) (cf. Proposition U i)). 

Pour tout triplet régulier (p, p, v) de représentations standard, posons 

hp^^ = h(^\ , hp^p^,^h(yj^ 

\apypj Kypt^vyp. 
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Proposition 5.7 Dans les bases standard d'OCG, les 6j-symboles cycliques et leurs 
inverses ont les composantes matricielles suivantes : 

= 'ip.P,!' w(î/p^,.î/^,yp2/^,yp^î/^j.|7,Q;) (5(7 + 5-/3) 
La preuve montre en même temps que : 

Corollaire 5.8 Les 6j-symboles cycliques sont des représentations cycliques de R^j G 
End (g(C^)^2^ 



Démonstration. Réécrivons les OCG dans la relation ( |36D à l'aide du corollaire p. 4. 
On rappelle que R{p, fJ.) '■— K^{p, p) , et on remarque que cette notation se prolonge 
naturellement aux 6j-symboles R{p,p,v). On obtient : 

R23{pp,iy) Ri2{p,p) ^ Ri2(p,p,v) Risip.py) R23{p,iy) , 

ou encore : 

T23*23(PM:'^) Ti2*12(p,m) = ^ 12^^ uip, P, v) Ïl3*13 (P, M^^) ^^23*23(^^,1^) • (39) 

On va montrer que cette relation se factorise en l'équation du pentagone pour T et 
l'équation du dilogarithme cyclique pour î». Posons 

U = -Y^^Z:^^Y2 = -oj-\XZ)^^X2 , V = -Y^-^Z^^Ys . 

On a 

^i3ip,pi^) - ^i3ip,P'y)i-L^'\xz)^'X3) 

et on vérifie facilement que 

^i3ip,piy)i-u;-\XZ)^'X3) T23 

= T23 ^i3{p,piy){-LO-\XZ)^'Z^'X3) 

= T23 ^uip.P'y) {-{-Lu-\xz)^'X2)i-Lo-\xz)^'X3)) 

= T23 ^l3ip,pi^){-UV) 

<î'i2ip,P,'y)i-Lo-\XZ)^^X2)Ti3 = Ti3'i'i2ip,P,'^){-uJ-\XZ)^'X2{XZ)3) 

= Ti3'fl2ip,P,iy){U{XZ)3) , 
^l2ip,P,'y)i-tO-'{XZ)^'X2)T23 = T23^12ip,P,iy)i''iO-\XZ)^'X2iXZ)^') 

= T23^i2ip,p,iy)iU{XZ)^') . 

Alors on peut transformer le membre de droite de ( p9| ) comme suit (dans les diloga- 
rithmes cycliques, on omet les arguments matriciels sans contribution significative) : 

'^12^12{P,P,1^) Ti3^i3{p,piy) T23^23ip,l^){V) 

= Ti2Î'l2(p,Ai,J^) T13T23 «'l3(p,Aii^)(-t/V^) ■^23{p,'y){V) 

= Ti2Ti3 ^i2ip,p,l^){U{XZ)3)T23 ^l3{p,P'y){~UV) *23 (A^ , i^) (^^) 

= Ti2Ti3T23 ^i2{p,p,iy){U) ^13{P,PI^){-UV) ^i'23{p,iy){V) . 



29 



A gauche on a trivialement 



T23^'23(/OAi, i^) Ti2*12(/0, m) = Tr23Ïl2 *23 (PM: i')*12 (P, M) • 

Or T est une solution de l'équation du pentagone (Lemme [s!^) . De plus, Vf est une 
solution de l'équation du dilogarithme cyclique 

^23{p^^,ly){V)^12ip,^^)iU) = *i2(p,//,J^)([/)*13(p,/i'^)(-C^^)*23(A*,î^)(^) (40) 

lorsque ses paramètres vérifient (p6|). On en déduit les paramètres de R{p,p,,i') = 
'^i2{p, Pif){U). On détermine complètement R{p,p,i^) en imposant l'égalité des 
déterminants des deux membres de (^^. Un calcul facile montre que cette égalité 
est équivalente à 

«(«-1) ff^^(l) 



^ ap^Vi^ ^îm^ uN 9 (1) 



yPt"" 9 (a,,yJ9 \a,y^J9 Ky^^^yJ 

On en déduit ft.p_^ et hp^^^^. La formule pour l'inverse des 67-symboles est une 



conséquence immédiate de celle pour les OCG (cf. Corollaire |5.l)). □ 



Remarques 5.9 1) On peut interpréter la relation (36) comme une équation du 



pentagone modifiée, en termes de dualité Tannaka-Krein [Dav, Prop. 7.1-7.2], |Mil 



CR|. Il serait naturel d'étendre cette dualité à notre contexte, où l'on a des solutions 
de l'équation du pentagone à paramètres. 

2) Si l'on applique logodet, pour une détermination fixée du logarithme, aux deux 
membres de l'équation (|37|), on obtient une relation de 3-cocycle abélienne sur un 
ouvert de Zariski du groupe B (cf. (^). D'autre part, les équivalences de quasi- 
bigèb res préservent la structure monoïdale de leurs catégories de représentations 



| Kaq , Th. 15.3.5], et induisent des transformations de jauge sur leurs associateurs, 
i.e. leurs 6j-symboles. Existe-t-il C{p,p,iy), obtenu à partir de R{p,p,v) par une 
transformation de jauge, tel que log o det(C(/9, /i, v)) soit un 3-cocycle sur Bl 

6 Les c-6j-symboles, leurs symmétries et l'équation 
du pentagone étendue 

On c onstruit dans cette section les c-6j-symboles, grâce auxquels on définit dans 
]BB| les invariants quantiques hyperboliques de 3-variétés introduits. 



6.1 Calcul et unitaritê des c-6j-symboles 

Les trois lemmes suivants sont utilisés à la proposition pour la construction des 



c-6j-symboles. Rappelons que les fonctions /, a; et [ ] ont été définies au §5.1, et les 
fonctions g et h dans (|3q). 



Lemme 6.1 |KMS, C.7] On a la factorisation (cf. Convention 5.6) : 

f{x,y\z) = {yujY 



^p 9i^)9iy^/x)gix/yz) 
gi'^/x)g{yuj)g{uj/z) 



où x,y et z sont des nombres complexes non nuls vérifiant z^(l — y^) = 1 — x^ , 
etP= (iV- l)/2. 
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Lemme 6.2 On a la formule d'inversion 
Vfcj^eZ, uj{x,y, z\k — l) 



72 1.2 

Uj'^'- U 2 2 



uj{z, —LU^/'^y,Lux\l — k) ' 

où x,y et z sont des nombres complexes non nuls vérifiant + = z^ . □ 
Démonstration. Rappelons qu'on a choisi uj^ tel que w 2 — i_ Qn a : 

k-l N+l-k 1 « '-fc 

n y TT -^"2/ y ^ ^ 



Z — XW^ 



et 

N+l-k N+l-k 

n ■ {N + l-k)(N + l-k+l) -f-j ^_ 

[zuj^ - eux) = oj 2 II [Z - XUJ ^) 

— 2 + 2 



n (^-^^")- 



Donc 



k-l N+l-k 1 IV 

— - — -uj^y y" 



= LU 2 — LjJ LjJ ^ 2 . 



Lemme 6.3 Pout tout x e C*, on a l'identité : 

[x] = h(l/x)h{x)x^ 



□ 



Démonstration. Le lemme 3.1 implique 



5(l/x)5(x)/(x,-H=xV(l) • 

Or 

N-l 



^ ÙJ ^ Uj(^\l) 1-XUJ l~XLU 



-j(—\l) 1 — XUJ 1 ~ XLU'^ l — XLU 

1=0 ^i^' ' 

(1 - ^) 1 + 1 + ■ • ■ + 1 — 

\ \ — X 1 — xu: 1 — xw" ^ 

(1-x) A(_iog(l_a;^)) 



1 -x 



Donc 



a;] ^^_^\-x^ p .g(l) .g(a;) 



h{l/x) l-x g{l/x) g{l) 



□ 
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Tétraèdres décorés. Considérons E'^ muni d'une orientation quelconque, et soit A 
un tétraèdre plongé dans M"^. Un branchement 5 de A est la donnée d'une orientation 
de ses arêtes, telle que sur chaque face deux arêtes seulement ont une orientation 
consécutive. Un branchement détermine un ordre sur les sommets de A, et une 
orientation des faces. Notons vq, vi, V2 et V3 les sommets, £ les arêtes orientées de 
A, T ses faces, et fj la face opposée à Vj. Soient cq, ei, 62 € £ les arêtes cq = [vq, fi], 
ei = [wi,f2] et 62 — [vo,V2] = —[v2,vo], et Cg, e[ et e'2 les arêtes opposées. Le triêdre 
(cq, e'i, 62) détermine une orientation * = ± de A, positive si elle est cohérente avec 
celle induite par l'orientation de K'^, et négative sinon. 

Fixons un branchement b sur A. Rappelons que B est le sous-groupe de Borel de 
SL{2,C) des matrices triangulaires supérieures (cf. (^). Considérons l'ensemble des 
1-cocycles pleins z G Z^{A; B) sur A à valeurs dans B, où "plein" signifie qu'aucune 
valeur de z n'est une matrice diagonale. On utiHse la 5-orientation des arêtes de A 
pour définir z, et on pose z{~e) — z{e)^^. Notons z{e) — {t{e),x{e)) pour 



zie) 



t{e) x{e) 
t{e)-^ 



Fixons une détermination de la racine iV-iême commune à toutes les composantes 
matricielles des matrices z(e). Considérons les représentations standard rjv(e) de 
Wn, e e £, telles que (ar„(e),î/rN(e)) = (^(e)^^^, a;(e)^/^) (rappelons que z G 
Z^(A; B) est plein). Alors la relation (||) traduit exactement la propriété de cocycle 
de z. 

Un état de A est une appHcation a: T ^ Ij/NZ, ; notons aj = a{fj). A tout 4-uplet 
*(A, 6, z, a), on peut associer 

r iî(rjv(eo),rw(ei),rjv(e;,))^^;^; si * = +1 
S(*(A,6,rw,a)) = <^ (41) 
[ iî(rjv(eo),rw(ei),rjv(e;,))S^;SJ si * = -1 . 

Les 6j-symboles cycliques peuvent donc être vus comme des opérateurs sur les té- 
traèdres décorés (A,6, z). Il n'est pas encore clair comment définir des invariants 
quantiques de 3-variétés à partir des 6-symboles cycHques, en utilisant des trian- 
gulations munies de décorations généralisant 6 et z. Le problème est le suivant : 
l'équation du pentagone, considérée comme identité entre opérateurs définis sur un 
polyèdre décoré, n'est vérifi ée q ue pour certains branchement du polyèdreQ(dont 



celui correspondant à (|37|)) [gB|, Ch. 2]. 

On construit donc les c-6j-symboles. Ce sont des symmétrisations partielles des 
6j-symboles, au sens où il existe une action projective non triviale de SL{2,Z) 



sur les c-6j-symboles (cf. Remarques 3.6). Notons que tous les 6j-symboles utiHsés 



pour construire des invariants quantiques "à la Turae v-Vir o" o nt des sym métries 
tétraédrales, ou sont symmétrisés de façon élémentaire ]TV| , | [BW , GK|. 



Construction des c-6j-symboles. Soit (A, 5, z) comme ci-dessus. Considérons 



son 6j-symbole (41) ; notons rjv(eo) — p, 7'jv(ei) — p, et î'jv(eo) = v. En permutant 



les sommets vo et vi, on obtient 



2, ai 



^{^^,x,x,,x^xp^,\a2,a,) 



^Ce problème très subtil fait l'objet d'un travail en cours, en collaboration avec R. Benedetti 
et F. Costantino. 
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On déduit des lemmes |6^ et |6j que 

Soient T - {T„,„}, = {T™'"}, 5 = {5„^„} et S*-! = {S""'"} les matrices de 
taille N X N définies par : 

où C £ C*. On trouve finalement 

p N-l 

-] 



a' ,7'— 



Le même type de calculs pour les transpositions («2,1^3) et («1,^2) donnent respec- 
tivement 



(t»2-°3) 



X ppX ^1/ 



q',(5'=0 



pour une certaine racine de l'unité C,. 

Définition 6.4 Soient a,c Zjv {p,^,v) une suite régulière de représentations 
standard de Wn ■ Les c-6j-symboles et leurs inverses sont définis par 



Proposition 6.5 Les c-Qj -symboles vérifient les relations de symmetrie suivantes 



q' ,7'— 



^ iî(p, M, ^^la, c)2;;^^ T5,5,5"-«' = R{pp., p, pv\h, c)';'] , 



/3',<5'=0 

m5 = P+ l- a- ce Zat, ei on prend ( ^ lu^ (-1)^ 15(1)1/5(1)- 
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Une charge intégrale de A est une application c : £ 1, telle que c(e) = c(— e), et 
si e, e' et e" sont dans une même face de A, alors c(e) + c(e') + c(e") = 1. Posons 
CAr{e) = c(e)/2 mod(iV). Comme dans pour tout 5-uplet (A, b, z, c, a), on pose 
S(*(A, 6, rN, CN, a)) égal à 

R{rN.i{eo), fjv,i(ei), r-Ar,i(eo)|cAr(eo), CAr(ei))"j^^^^« if * = +1 

(42) 

^(»-Af,î(eo),''jv,ï(ei),rAr,,(eo)|cAf(eo),CAr(ei))J^*^;^^J if * = -1 . 

Remarques 6.6 1) Les matrices T et (resp. S et 5"^) sont inverses l'une 
de l'autre, et on vérifie facilement que S* — id et S'^ — ('{ST)^, avec |C'| = 1- 
Par conséquent, les matrices S' et T définissent une représentation projective de 
dimension N de SL{2,Z), qui admet une présentation de la forme {s,t\s'^ = 1, = 
(stf). ^ 

2) Notons Wn l'extension affine de Wn- H existe une action projective bien connue 



de SL{2,Z) sur s^(2,C) [|Wa| , §4]. Rappelons que Wn peut être réalisée comme 



sous-algèbre de Hopf de Ui^{sl{2,C)). Les c-6j-symboles sont-ils (à [xp^x^^)^ près) 
des représentations cycliques du ddH de Wn ? Les valeurs de c dans (ji^ ) fixeraient 
ainsi le niveau des représentations irréductibles et cycliques de Wn- 

Démonstration de la proposition \6.S^ On obtient la première et la troisième relation 



de symmétrie en reprenant les calculs qui précèdent la définition 6.4. La seule dif- 
férence est qu'on utilise la relation h = P+ l — a~c mod(-/V). La seconde relation 
de symmétrie est plus difficile à vérifier. Dans notons r7v(eo) = p, rAr(ei) — fj,, 



?'Af(eo) = et CAr(eo) = a, CAr(ei) = c et CAr(e2) = b. La permutation («1,^2) 

)a,f3 



change R{p, p,,v\a,c)l^t en 



R{piJL, p, pv\b, c 



a, 7 



Par un calcul direct, on vérifie que 

Vx e e, X ^ = 1, ■ ■ • , N), ^ ^ ^-'^^ x-^r(x)^-i , 

où r(.T) = (1 — x^)^/^ (cf. Convention ^^ ). Comme 

r{^x pXjj I X p^i/Xp') X ppX / X pfj^jyX p , 
on déduit de cette formule, du lemme ^.41 et de la définition de [ ] et de ft. que 



D'autre part, (|2S| ) donne immédiatement 

u{x,y,z\n) = 0j w (^1?^) 

On peut donc écrire : 



2P / ^ ^ \ 



ô{(3 + ô - 7) W 

X 
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Considérons la fonction rationnelle f{x,y\z) définie dans (pO|). Par le lemme 6.1 on 
a 



fiO,y\zuj'^) = {yLu) 



2P 5(1) 



Appliquons le lemme à g{uj/zuj™') et g{uj/z). On trouve 



/ 0,?; zu; =/(0,j/ z M — =^ {yuj) — — t^t-t — . 

f^-^ -yzw' g{yuj)g{uj/z) uj{^\m) 

Fixons 

2:=—^-^^^ — y_ — — ^ m — p + b — a. 

Les variables y et z sont toutes les deux dans le domaine de définition de /(O, y\z) et 
/(0,y|ztJ™). Par substitutions successives, on peut transformer R{pfi, p,, fj,iy\b, c)'^'] 
en 

{xp,.x^fN-'u;-\-lfg{^^^^) Ô{P + S ~ x 
Maintenant, on a la chaîne de transformations : 

,J3 + b~o,\0- 



N-1 



(l3 + b~a \ 



=0 uj\-^^^a ,=0 



^ (^p/^'^/i^ 7 D^I'^X pXu , ^X ppi^X p I (j) 



AT-l 



iV-1 



w ^ ^ 2 w(Xppi.x^,Xpa;^,a;ppa;pi.l - ct) 



(tT+b+|3-Q)^ (b+)3-Q) 

a; 2^ 

<T = 

Dans l'avant-dernière égalité on a utilisé le lemme |6.2[ En considérant le changement 
de variable —a = 7 — o — a' et en simplifiant (un peu) les puissances de w à l'aide 
de (5(/3 + (5 — 7), on trouve alors facilement 

R{pfi, p., fj.iy\b, c)'^-'] = 



{xp,xp,rh{^:i^) N-'u-\-irg{l) 



N-l 



ô(/^ + à-7j 2 + 2 2u:[Xpp^vXp,,XpXy,XppXp,y\-i - a~ a) 



(T = 



On peut encore simplifier les puissances de uj en utilisant la relation & = P+1— a — c 
mod(iV). Ainsi, la contribution totale de lo est : 



^f+c(7-a')-T-è-""'-'5"' + ^ + 4 
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D'où la formule 

R[pH,H,txv\b,c)p'l ^uji{xp^,x^,^) h[ ) X 

N-1 
a',5'=0 

5(7 + Ô' -P) UJ^ 6(0 + S') LJ-""' . 

On a vu que \g{l)\ — N^^^. En considérant les matrices S" et T et en prenant 
Ç = (— 1) \g[l)\/g[l), on obtient finalement la seconde relation de symmétrie.D 

Proposition 6.7 Soit {p, /i, v) une suite régulière de représentations standard de 
Wn- On a 



où p* est la représentation complexe conjuguée (Définition 2.3). 
Démonstration. Par le lemme |6.3| , pour tout a; G C* on a 

n(T*)* 

[xr - h{i/xr . 

Or 

N-l 

g{x*)* ^ Y[{1- xiu-^y^^ = (-a;)^cj' '"'"6'"'" g{l/x) . 
i=i 

Donc .g(l)/5(l)* = (-l)^w^ ^ ^ et 

'■'^Xp^a;^^ J _ ^^ XppXpi, ^ g[l)\ 1) LU ' _ ppX py ^ 



Alors 



pp.U'^ p 
c(q-7)-^+«(5+^ 



Maintenant, on vérifie de façon analogue au lemme 6^ que 
1 



d'où la conclusion. □ 

Rappelons que Y = uj'^^'^XZ est la matrice de composantes = ti'^/^~''"(5m_„+i 
(cf. ^Sl]). Pour tout fc e N, on a 

{Y%,j = c^'^+^--'' (r-'^).,, = Lo^-'^' ô,+k,j ■ 
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Lemme 6.8 Soit {p,^,v) une suite régulière de représentations standard de Wat. 
On a : 

oùYi = Y ® id, etc. 
Démonstration. On a 

^(7 + 5-/3) 

— {Xp^X^i^^ hp^i/ LU ^'^ ) 2 itji^X ppi^X p^ X pXi) .j X p^X ^ Q. -\- cl) X 

a2 (o + a)2 

^^c(7-a)+a5-a(4i+a)-7'5 ^f' & Lo{x p^^X p, X pX, , X p^X p,\-1 .^l') X 

{xppXpy)^ hp^p^y 5{-f' - a - a) (5(7 + (5 - /3) (5((5' - /3) 
= (2:p^^^.)'' c^-— (4^+-) c^-^-^,5(7' - a - a) X 

{hp,j^,y Lû'' ^ uj{xppi,Xp,XpX^,XppXp,^\'y,j') 6(^ + 0- ô')^ 

= [XppXp.f ^-cy+^-4-a« ^(^^ ^)7;^^^ ^c^-a5 ^(y _ ^ _ ^) 

= {xppXp^f co'f {Y^-'^Z^^R{p,p,v)ZlZ^^)l'^. 

□ 



Remarque 6.9 Le corollaire 5. S montre que pour tout triplet régulier [p, p, i^) G 
, il existe des représentations normales 7r(p^^ et tt*^^^ de H^-i telles que 

R{p,p,v\a,c) = {zppZpv)^ Lo^ X 

N~l -gç 

R{p,p,v\a,c) = [zpf_,Zpy) ^« LO 2 X 



Les représentations n^p^p^^) et tt*^ ^ ^-^ sont obtenues comme dans la proposition 5.4 



6.2 L'équation du pentagone étendue 

Dans cette section, on prouve une relation d'orthogonalité et l'extension de l'équa- 
tion du pentagone pour les c-6j-symboles. On renvoie à |BB| pour l'interprétation 
géométrique de ces relations. 

Le lemme suivant est une conséquence immédiate du corollaire |5.8| , mais peut aussi 
être obtenu à partir de la proposition 5Â et des relations de commutation de l'élé- 
ment canonique R^j G End (^QiTÏ-uj-^)^ 
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Lemme 6.10 On a les relations de commutation suivantes : 

(Cl) Rl2{p,^J,,v) Z1Y2 = Z1Y2 Ri2{p,y.,v), 

(C3) Ri2{p, p,iy) Z1Z2 = Z2 Ri2{p,P',v) . 

Proposition 6.11 Soit {p,p,v,v) une suite régulière de représentations standard 
de Wm- On a la relation du pentagone étendue (EP) ; 

Ri2{P>l^^'^\hm- k) R%{p,iJ,iy,v\j,l + m) Rl^{p,v,v\k,l - i) = 

a^uf R\3{pP,v,v\j + k,l) Rl2{p,p.,i'v\i+j,m) . 



Démonstration. Avec le lemme S. 8, on voit que le membre de gauche s'écrit 



X Z{^-'^Z^^Y-''Z^'-"^R,^{p, v)Zi+"^ZpY,-''Zl'R23ip, v)Z'^-^Z, 

Considérons d'abord le terme entre parenthèses. Comme ZY = ujYZ, en éliminant 
et Z2 et en réordonnant les autres, on trouve 

^-j{m-k)+ik ^ 

Y^Zt'^RMp, M, i^)Y-'Z^''-%-'^R,s{p, pi^, v)Z[+"^Z,^Z-'R23ip, ^^)^2"'^3"' 
Dans la chaîne de transformations qui suit, on indique qu'on utilise la relation 



d, i = 1, 2, 3, du Lemme 3.10 en écrivant =. La dernière expression est égale à 



^-,i^-k)+^k-J(k-m) y-'-' Z'[-"'Yp Ri2{p, p,t^)Z^^-^Y2-''Ri3{p, pj^,v) X 

Z[+"^Z^'Z-^R23ip, ^, ^)Zt'Z^'' 

^^=?^a;»^ Yr-'Z^"^Yp-'^Z,^^R,2ip,p,>y)ZiR,s{p,piy.v) x 

Z[+^Z^'Z-'R23{p, V, v)Z\-^Z^'^ 

= c^^'= Y-'-^Yp-''Z^-'Z^'R^2{p.p.y)Ri3{,P.py.v) x 

Z{^^'^Z-^R23{p,v,v)Z'2-^Zl^ 

c,^k Y-^-0Y-i-^z^^Z^'z'^^R^2{p,P.v)R^z{p.pv,v) x 

Z-^-'--^R2^{ii,yMZ\-^Z-^ 

""^oj^^ Yr-'Y-'-''Z^^^Z^'zl+^R,2{p,p.v)Riz{P:P^,v) X 

7-) / \ ry—j — m — i ry—i — l — 7n — k 

R2i{P,'^,y)Z2 

Par la relation du pentagone (^^, ceci vaut 

^^k Yr-'Yp-'zr'Z^'zl+"^R23{pp, t;)iîi2(p, /i, V"""' V"™"' 
= Yr-'Yp-''Z^-^Z^'zi+^R2,{pp, V, v)Z^'-^R,2{p. p, ,yv)Zp-'^-' Z'^- 
Cj ^^k Y-^-^Y-^-^z^"^Z^'R2sipp, v)Z'+^^R,2{p, M, ^^i^)^2"^-""*^3"'^' 



y-'-Jy-J-^Zf "Z2-'iÎ23(p/i, i^, v)Zl,Z^ '-''R^2{p, P, yv)Zl'Z-2 
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m y—ï—J 
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AU -(«+j)m -U+h)l \ — P 

R23{pn, V, v\j + k, l) Ri2{p, IJ', vv\i + j, m) . 

Or 

(m-fc)« I (i + tn)j I (l-i)k , (i+j)m , + 

[j; 2 "T 2 "T 2 = 2 "T 2 ^ 

d'où le résultat. □ 

Proposition 6.12 Soit {p,p,u) une suite régulière de représentations standard de 
Wjv- On a la relation d'orthogonalité ; 

R{p, p., via, c)R{p, p, z/| - a, -c) = {x p^x ^^)'^^ id (g) id . 

Démonstration. On a 

a^PM ^i2(P' M. ™ - k)Rl^{p, fiiy, v\j, l + m)Rl^{p, v, v\k, l - i) = 

^12 (Pî M, i^li, m - k)R\2{p, p,v\-i,k- m)Rl.^{pp, v, v\j + k, l)Rl2{p, P, + j, m). 

La relation du pentagone étendue pour le membre de gauche donne 

{xpij,Xp,^f^R\ri{pp, V, v\j + fc, 0-R?2(P. P,yv\i + j, m) = 

iî*2(P> A*) ^N) ^ k)R\2{p, p,i^\ — i,k — m) 

RliiPPi'^^'vii + k,l)Rl2{p, p,vv\i + j,m) . 

Comme les c-6j-symboles sont des opérateurs inversibles, ceci achève la démonstra- 
tion. □ 
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